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Observations sur les Formules employees jusqvHa present par 
les Geometres et les Astronomes pour determiner par la 
Theorie le Coefficient de VEquation Seculaire du Moyen 
Mouvement Lunaire , et sur la Necessite de le calculer des- 
ormais par des Formules Directes. Par M. G. de Ponte- 
coulant. 

Dans une note inseree dans les Monthly Notices de la So- 
ciete Roy ale Astronomique de Londres (No. 9, vol. xix. 
8 Juillet, 1859), et qui avait pour titre “ Observations sur les 
Nouveaux Termes que M. Adams a propose d’introduire dans 
l’expression du Coefficient de l’equation seculaire de la Lune,” 
apr&s avoir montre la necessity de reprendre & nouveau tous les 
calculs qui avaient ete faits pour determiner Vequation secu¬ 
laire du moyen mouvement lunaire, parceque ces calculs, 
deduits des formules de Laplace ou Ton a pris pour variable 
independante la longitude vraie de notre satellite, ne donnaient 
pas directement Vequation seculaire de la longitude moycnne 
dans l’expression de la longitude vraie (qui est la seule ce- 
pendant qu’il soit n^cessaire de connaitre pour la formation des 
tables astronomiques, ou pour la comparaison des anciennes 
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observations aux modemes), et qu’il etait k craindre que la 
ananihre tout-a-fait arbitraire dont on d^duit cette equation 
^Tune formule inverse, ne laissat toujours echapper quelque 
partie (quelque minime qu’elle put etre), de la quantity 
cherch^e, conrme il arrive, qu’on me permette cette com- 
paraison grossihre mais exacte. h un liquide qu’on transvase, 
d’un vase dans nn autre, et qui perd toujours quelque chose 
dans cette operation, j’ai dit; La determination de Vequation 
seculaire par la formule directe sera encore plus laborieuse 
que par la methode inverse, si Ton veut pousser ^approximation 
jusqu’au m&me ordre de quantites, mais l’importance de 1’objet 
doit faire affronter toutes les difficult^ et si personne ne se 
presente pour entreprendre cet utile travail , je ne balancerai 
pas a nLen charger moi-meme 

J’ai depuis cette &poque profits de quelque loisir pour 
remplir l’engagement que j’avals pris avec les lecteurs des 
Monthly Notices.; j’ai determine Vequation seculaire du moyen 
mouvement lunaire par une formule directe, deduite des equa¬ 
tions differentielles du mouvement trouble sdus la forme oh je 
les ai employees dans ma thdorie de la Lune,* c’est a dire en 
supposant qu’on a pris le temps pour la variable independante 
*du probleme, j’ai compris dans mon approximation des termes 
m&me que M. Piana n’avait point consideres, et je suis arrive k 
une nouvelle expression du coefficient de l’equation seculaire 
du moyen mouvement, tres differente de la sienne, comme je 
'devais m’y attendre d’apres ce que j’avais dit k la fin de ma 
note, mais qui doit meriter desormais la confiance des geo¬ 
metres et des astronomes, puisqu’elle est la seule jusquHci qui 
•resulte directement des formules du mouvement trouble, sous 
la forme generalement adoptee pour la determination de toutes 
les megaliths planetaires, et enfin des principes d’une saine 
theorie. 

Je vais exposer ici, aussi succinctement que possible, les 
resultats auxquels. je suis parvenu, je donnerai tous les details 
de mes calculs dans un m&noire qui s’imprime en ce moment, 
de sorte que chacun pourra ais^ment les verifier, et qu’on parvi- 
endra a donner ainsi a l’un des elements les plus essemtiels de 
la theorie du mouvement lunaire, toute l’exactitude qu’exige 
son importance. 

Designons par n le moyen mouvement de la lune pendant 
l’uniffi de temps dans son orbite r 4 elle, par n t , la mhme quantity 
relative a l’orbite elliptique, c’est a dire a l’orbite que la lune 
d^crirait autour de la terre sans l’action du soleil, nommons 
a et a n les demi-grands axes correspondants qui s’en ddduisent 
par la loi de Kepler, en sorte qu’on ait,' par exemple, en pre- 
mant pour unit£ la somme des masses de la terre et de la 
'lune, a 3 n a = i et a 3 , n z y = i; la determination du coefficient 
de Vequation seculaire exige que l’on connaisse le rapport de 

* Theorie Analytique du Systeme du Monde , t. iv. 
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n & ou ce qui Tevient au meme eelui de a k a /f c’est done de 
la determination aoalytique de ee rapport que nous devons 
d’abord nous occuper. 

Pour faciliter cette recherche nous introduirons dans nos 
formules une nouvelle arbitraire a, que nous supposerons re¬ 
presenter la distance moyenne de la lune k la terre dans son 
orbite trouble, nous admettrons que cette quantite a ete intro- 
duite a la place du derm-grand axe a n dans les formules m6me 
du mouvement elliptique, et que le developpement de la fonc- 

tion perturbatrice P, ou de la difference ^ a et 4 effectue dans 

la meme hypothese, nous donnerons du reste le moyen de d6- 
duire ces nouveaux d^veloppements de ceux de ces memes 
fonctions donnas dans les chapitres ii et iii, du j e livre de la 
Theorie Analytique; cela pose, il sera facile de determiner le 
napport de a k et par suite eelui de n a n p en d^signant par 
n le moyen mouvement qui repond k Parbitraire a ; en effet en 
representant par r le rayon vecteur de la lune dans son orbite 
trouble et par P la fonction perturbatrice due k la seule 
action du soleil, on aura, par les formules ordinaires employees 
dans la theorie des perturbations planetaires * 


d 2 r* 
%dt 3 




R + r 


d R 
dr 


Si l’on fait abstraction dans cette Equation des termes pe- 
riodiques, en observant que, d’apr&s la signification que nous 

avons donn6e a Parbitraire a, on a alors - = on trouve 

r a' 


1 1 d R 

a a , dr 1 


cette Equation fera connaitre le rapport de a k a p et si pour plus 
de simplicity en observant que r ^ = 2 P, on fait 


p = 2aR, ( 1 ) 

on aura 

tt / 

+P- ( 2 ) 


II suffira de substituer dans cette formule a la place de p sa 
valeur qu’on d^duira immediatement du developpement de P, 
effectu^ comme il a 6t6 dit plus haut, pour en conclure la 
relation cherchee entre a et u r 

Ceci admis, on a pour determiner la longitude vraie v de 
notre satellite, dans son orbite troubl6e, la formule 


d _v 

d t 


h 1 /*/d R\ 

r 2 + r^J \ d v / 


dt. 


* Theorie Analytique , liv. vii. No. 1. 
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Supposons le second membre de cette Equation developph 
en une suite de sinus et de cosinus d’angles dependants des 
longitudes moyennes nt et n! t de la lune et du soleil, ou de 
leurs multiples, et ne considerons que le premier terme, c’est a 
dire la partie constante de ce dhveloppement: admettons qu’on 
ait trouvh ainsi 


<Z_V 

d t 


h 


(1 + Q). 


Ou bien—en substituant pour h sa valeur que nous sup- 
poserons de cette forme h = \fa, (1 4- q\ en representant par q 
une fonction dhterminhe des elemens e, e\ y, des orbites el- 
liptiques de la lune et du soleil ordonnhe par rapport aux 
puissances ascendantes de la trhs petite quantity m , qui repre¬ 
sente le rapport des moyens mouvements du soleil et de la 
lune, et en observant qu’on a en faisant abstraction des me¬ 
galiths periodiques ~ = n,—on pourra supposer 


n = 


V a r 
a 2 


(1 +.n), 


ou bien en substituant dans cette formule pour cf sa valeur 
tiree de liquation (2), 


n = 


f + 

(1 +p ) 2 


(3) 


formule dans laquelle il suffira de substituer pour p et II 
leurs valeurs pour avoir le rapport cherche de n h a~%, ou de 
n a n n Element essentiel pour la formation de Vequation 
seculaire. 

En effectuant les operations que nous ne pouvons qu’in- 
diquer ici, mais dont le dhtail sera rapporte dans le memoire 
que nous avons annonce plus haut, et en portant les approxi¬ 
mations jusqu’aux quantites du 8 e ordre par rapport a m, nous 
avons trouve 


.1 - ** + ^ ^ + Ulh m 7 

' ( 64 32 96 288 

_ *( g + *21 TO 3 + 49^91 mi 

\8 32 512 2048 / 

+ W - 1 «• + m* + ^ nt + ni>) 

\ 2 128 64 1536 384 J 


— e~ e' 2 ( % J-n* + *51«» + + 9219*3*9 


( 


. m z 1 - mr H-- —~ m* + -- m 

i6 32 4096 8192 


) 


+ ('I _ 39 £S 

\8 32 512 


5 -*- 22*5 


rrf 


2048 
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+ H m* - ^ _ 22 II 2 £j A 

\i6 32 1024. 05536 / 

+ e 4(_JL M!+ l!£5 m 3\ 

\ 3 2 2 5 6 / 




_ JL m3 e « e '« y» _ 22 m s e -» y * 

A„ A. ' 64 ' 


64 ’ 64 

4 ( 45 m » + i2M 

a 3 \64 256 


m 3 — 

56 512 


II2 5 5 . 
»re 


”)!• 
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Si Ton compare l’expression precedente avec celle donnee 
par M. Plana dans la Throne de la Lune, et qui rfesulte, comme 
nous Fa von s dit, des formules inverses de celles que nous avons 
adoptees, e’est k dire des formules oii la longitude vraie de la 
lune a prise pour la variable independante, on voit que les 
valeurs de n d 4 termin 6 es par ces deux procedes different con- 
siderablement et m&me dans les parties les plus essentielles a 
la determination exacte de Vequation seculaire. Ainsi, par 
exemple, le coefficient du terme multiple par e' z , dans l’ex- 

pression du^rapport —, en negligeant les quantites de Fordre 

n , 

m 5 et au-dessus, serait selon M. Plana 


au lieu de 



2763 

128 

59£3 

128 



que nous avons trouv6 pour son expression. La fraction qui 
multiplie le terme en m 4 , n’aurait ainsi selon M. Plana que la 
moitie de sa valeur r^elle, et Vequation seculaire qui en 
depend, eprouverait un accroissement de plus d’une seconde 
sexagesimal par suite de cette diminution. Cependant les 
calculs du savant Astronome de Turin sont d’une exactitude 
irr6procbable, nous nous en sommes assure en reprenant en 
entier la determination de la valeur de n d^duite des formules 
que Fon trouve dans le beau memoire de Damoiseau,* et qui 
n’ont eu besoin que de tres legeres corrections et de quelques 
additions pour reproduire par leur developpement eette quan¬ 
tity sous la forme m£me que M. Plana lui a attribute. II suit 
done, du simple rapprochement que nous venons de faire, que 
les formules indirectes qu’avaient employees jusqu’ici les astro- 
nomes et les geometres, qui ont traite la throne de la lune et 
qui leur ont donn£ les expressions exactes de toutes les ine- 

* Mbfioires de t’Institut, Savants Grangers, t. i* 
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galites periodiques de cet astre, ainsi que celles des mouve- 
ments des noeads et da perigee de son orbite, paraissent insuf- 
fisantes pour determiner exactement le coefficient de Vequation 
seculaire ou da moins pour danner sa veritable expression 
analytique; soit que la methode dont il s’agit ne soit pas en 
effet applicable a cette determination, soit que l’hypothkse par 
laquelle on concede qu’on pent conclure lc coefficient de 
Vequation seculaire de la longitude moyenne par le seul 
renversement de l’expression qui donne Vequation seculaire de 
la longitude vraie dans les formules oii cette longitude a 4 td 
prise pour la variable independante, soit trop arbitraire et 
contredite par les resultats d’une analyse rigoureuse.* La¬ 
place qui ne s’etait _occup<3 que du terme de cette equation qui 
depend de la premiere puissance de la force perturbatrice, ne 
s’^tait point aper^u de I’inconv^nient que nous venons de sig¬ 
naler et que nous avions d6j& rencontre dans la determination 
de plusieufs in^galit^s a longues periodes; mais les geometres 
et les astronomes, qui sont venus apr£s lui, et qui ont pour- 
suivi le developpement de ses formules, ne se sont peut-6tre 
pas montr6s assez scrupuleux en adoptant, sans examen et 
comme bors de doute une supposition dont le principal m^rite 
6tait de se plier sans peine aux besoins de leur analyse.f 

Quant k M. Adams, dont les recherches sur Vequation se * 
culaire ont vivement preoccupy les astronomes et les geo- 
m&tres, dans ces derniers temps, par Vetrangete des resultats 
qu’il avait obtenus, comme 3 . a suivi la meme methode que 
MM. Plana et Damoiseau, methode dont nous venons de d£- 
montrer Pinsuffisance, on peut etre assure d r avance que ses 
resultats ne sauraient s’aecorder avec ceux que nous avons 
deduits des formules directes; mais les nouveaux termes, in- 
troduits par ce geometre dans Pexpression du coefficient de 
Vequation seculaire , par des considerations dont nous avons a 
plusieurs reprises signale Pinexactitude, rendent la divergence 
bien plus sensible encore, elle ne va pas & moins de doubler et 
quelquefois de decupler la valeur 'de chacun des coefficients 
num 4 riques qui entrent dans Pexpression de n presentee plus 
haut. En sorte qu’on pourrait dire que la formule donnee par 
M. Adams n’offre avec la veritable formule d’ou depend Vequa¬ 
tion seculaire aucun rapprochement possible; il suffira pour que 

* II y a dans la tlieorie du systeme du monde, disait Laplace, des choses 
qui 6chappent a toutes les previsions du raisonnement et que le calcul seul 
peut nous apprendre. 

t II est a remarquer que Laplace dans son celeb re moire presente le 19 
Bec bre , 1747, a l’Acad6mie des Sciences de Paris, et ou il a pour la premiere 
fois annonce qu , il avait trouve la cause tant cherch6e de l’acc 616 ration 
seculaire du moyen mouvement lunaire, s’etait servi d’une formule directe 
pour en determiner le coefficient, sans doute pour mettre sa grande dScouverte 
a l’abri de toute objection. Malbeureusement sa formule ne s’appMquant 
qu’aux termes du premier ordre, dans la M 6 canique C&este, liv. 7 e , il est 
revenu aux formules indirectes, mais sans pousser plus loin, comme nous 
l'avons dit, ^approximation* 
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chacun puisse s’en convaincre de deduire de la formule la valeur 
de n sous la forme dans laquelle nous l’avons presentee ; en 
n’ayant egard qu’aux termes multiplies par e' z , les seuls que 
M. Adams ait encore calculus, ou du moins publics (Monthly 
Notices , No. 6, tome xix.), on trouve ainsi 


n , \ 2 64 64 


rrt 


96 


ie + 11 I 6 lmm 


1152 


O' 


valeur qu*il suffira de rapprocher de celle que nous avons 
presentee plus haut, pour en juger la dissidence. 

Supposons maintenant qu’on differentie l’expression de n 
trouvee plus haut, par rapport h. l’excentricite e f de l’orbite 
terrestre qu’elle renferme, et donfc les variations sont, comme on 
sait, la veritable cause de Tacc^leration du rnoyen mouvement 
lunaire, remarqu^e par les astronomes longtemps avant que les 
g6om6tres fussent parvenus k en dem^ler le principe physique; 
en observant d’ailleurs que m est variable a raison de la varia¬ 
bility du moyen mouvement n que cette quantity renferme, puis- 

Tl! 

qu’on a en effet m = ce qui donne 


S.n 2 m 

=*-, 

n. m 


on trouvera pour 


^ une expression de cette forme 


&n. 

n. 


K $ . e'* 


dans laquelle on fait pour abryger 


3 •> 5337 i . *8333 r 207303-5 2119151 - 

= - m 2 — m A - m 5 -- ■■ P m? - ml 

2 128 64 1536 384 



TO * + !il „3 + i!Z2 6 J1 mt+ 92£!!z!9 m *\ 

32 4096 8192 / 

rf-iS £1533 m >—10286869 A 
32 1024 65536 / 


+ — m* e ' 2 + — m 2 e K — m 2 e 2 y* 
4 24 64 f 


64 512 



En multipliant par d t l’expression prycedente et en l’inte- 
grant ensuite, apres avoir remplacy K par la valeur que cette 
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lettre represente, ou en a conclu V equation seculaire J* $ndt 

qui doit btre ajoutbe au moyen mouvement J*ndt dans l’expres- 
sion de la longitude vraie v, exprimbe en fonction de la longi¬ 
tude moyenne n t . On a trouve ainsi 


^3 o 5337 a I &333 * 2073035 « 2119151 

- rn 2 — m 4 -^ m s -m 6 - - m 7 

2 128 64 1536 384 

\i6 32 4096 8192 / 




0/27 2 153 o 61533 4 10286869 

— y 2 f w , 2 -—'m 3 - « 2 4 -.-— 


^-— m° - m? -,-7^- m 

16 32 1024 05530 


?) ./(e' 2 -E' s )n dt. 


4 6 4 64 


m 2 e 2 y 3 


99 1125 ./aV 

^2 y 4-£ w* ( - ) 

64 ' 512 \a / 


Dans bette formule E' represente Fexcentricitb de Forbite 
terrestre au bout d’un temps quelconque t , d la valeur de cette 
excentricitb au commencement de Fannie que Fon a choisie 
pour bpoque. 

Cette formule rbduite en nombres, a donnb:— 


Equation Seculaire de la Longitude moyenne de la Lune . 

/ 0,008392850 (2) - 0,001353514 <4) \ 

J*^n.dt = <—0,000622120 (5) — 0,000154749 (6) > f (e‘ 2 -E' 2 )ndt. 
v + 0,000009844 (7) = 0,006272311 ' 

En comparant ce resultat k celui que M. Plana a dbduit de 
ses formules, on voit qu’il en difibre (Tune maniere notable, et 
que l’espece de compensation qui devait s’etablir selon ce 
geometre, entre les quantitbs du 4® ordre et celles des ordres 
supbrieurs, et qui semblait permettre de s’en tenir comme 
l’avait fait Laplace, aux termes resultant de la premibre 
approximation, n’existe pas reellement. La consideration des 
puissances supbrieures de la force perturbatrice altere sensible- 
ment, au contraire, la valeur du coefficient qu’on obtient en 
faisant abstraction des quantitbs qui en dependent, et comme 
tous les termes de la formule jusqu’aux termes du y e ordre, sont 
affectbs d’un signe negatif, la grandeur du coefficient qu’on 
s’etait habitu6 a supposer a requation seculaire d’aprbs les 
indications de Laplace, doit etre considbrablement diminuee » 
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En effet, en substituant k la place de 1’intEgrale J'(e' z —'E!*)ndt 
sa valeur 1274"* 185 i a ,* i reprEsentant le nombre de siEcles 
EcoulEs depuis 1 ’annEe ou Ton compte le temps, Vacceleration 
seculaire de la lune pendant le premier siecle, # ou Vequation 
seculaire du moyen mouvement, se rEduit k y'^ggziS, c’est a 
dire que cette equation se trouvera diminuEe de trois secondes 
a peu pres de la valeur qu’on s’Etait habituE k lui attribuer. 

Au reste il faut remarquer que les astronomes sont loin 
d’etre d’accord entre eux sur revaluation exacte de cet element 
si important du mouvement lunaire. Dunthorne, qui le premier 
a tente de le determiner par la comparaison des anciennes ob¬ 
servations aux- modernes, le faisait de io^'oiiz; Mayer l’a 
rEduit a 6"*998 dans ses premieres tables; il l’a porte a g ,f -oojz 
dans ses dernieres. Lalande par une discussion nouvelle de cet 
objet a ete conduit au resultat de Dunthorne. Enfin Laplace 
dit que Bouvard par une nouvelle discussion des eclipses 
anciennes d6j A commes et de celles qu’il a extraites d’un manu- 
scrit arabe d’Ibn Iunis, a trouve un resultat qui diffEre peu de 
celui que lui-mEnte avait obtenu de la theorie, c’est-E-dire de 
1 o // * 18162 (nous ne connaissons pas exactement le resultat de 
Bouvard). On voit que le coefficient que nous avons deduit 
pour la premiere fois d’une analyse directe et rigoureuse , tient 
le milieu entre les deux determinations de Mayer ; il serait 
done possible qu’une nouvelle discussion des anciennes eclipses, 
fit definitivement peneber la balance du cote de cet habile 
astronome et retablit sur ce point important du systEme du 
monde, l’exacte concordance, toujours si desirable, entre la 
theorie et l’observation. 

1 ST. B.—Il resulte comme une consequence dEsormais incon¬ 
testable de notre analyse que la methode jusqu’ici employee par 
les gEomEtres et les astronomes pour determiner par la theorie 
le coefficient de l’equation seculaire du moyen mouvement 
lunaire, tendait a augmenter de 2"* 50 k peu prEs le coefficient 
de cette inegalite; on doit done accueillir avec une extreme 
reserve toutes les Evaluations fondees sur l’emploi de ces for- 
mules defectueuses. C’est ainsi que le coefficient 12"-120 adopte 
par M. Hansen dans ses .nouvelles tables lunaires, est evidem- 
ment trop fort de 3" au moins , ce qui s’ explique aisement, 
puisque ce coefficient est deduit, sans aucun doute, des anciennes 
formules de Laplace dont nous avons demontre l’insuffisance 
pour une determination si delicate ; mais je ferai d’ailleurs une 
remarque sur le procEdE meme par lequel M. Hansen dit avoir 
deduit ce coefficient numerique de ses formules analytiques. Il 
est Evident par les rEsultats obtenus par M. Plana, et par le 
dEvEloppement des formules de Damoiseau que j’ai complEte- 
ment effectue, comme je l’ai dit dans un passage de ma note, 
que la correction que la consideration des termes dependants 

* Theorie Analytique, Livre 7, No. 135. 
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du carre et des puissances superieures de la force perturbatrice, 
fait subir au coefficient de Vequation seculaire , est affectee d’un 
signe negatif; nous sommes parvenu par l’analyse precddente 
au meme resultat; le coefficient de Vequation seculaire de 
quelque mani&re qu’on envisage la question et quelle que soit 
I’importance de Talteration qu’on lui fera subir, devra done 
toujours tomber audessous de io //# 7o, valeur qui lui serait 
attribute par la premiere approximation oii Ton n’a considere que 
les termes dependants de la premiere puissance de la force per¬ 
turbatrice. D’apres cela les trois valeurs donnas par M. Hansen 
dans le No. 7, vol. xix. des Monthly Notices , pour le coefficient 
de Vequation seculaire savoir n^’93 * n //# 47, et qu’il 

dit avoir obtenus par trois procedes differents, et dont la der- 
niere est celle qu’il a employee dans les Tables de la Lune, sont 
done egalement suspectes d’erreur, puisqu’elles tombent toutes 
trois audela de la limite fixee. M. Damoiseau, dont j’ai d^ve- 
lopp£ la formule comme je l’ai dit plus haut, ce qui m’avait 
conduit comme M. Plana a une correction negative, a trouve le 
coefficient un peu trop fort 10^*7232 (tandisque d’apres 
les donnees employees par cet astronome, ce coefficient devait 
tomber audessous de la limite io"*I 96) il est Evident que cette 
anomalie ne peut tenir qu’ k la methode des substitutions suc- 
cessives que ces deux astronomes ont employee pour r^soudre 
leurs equations de condition, et en determiner les arbitraires, 
methode dont l’honorable M. Main a si judicieusement signale 
nagu&re tous les inconvdnients.* La methode des developpe- 
ments en series, plus p^nible peut-etre mais plus analytique, me 
semble offrir beaucoup plus de s^curite, et je ne partage nulle- 
ment les idees de M. Hansen a cet ^gardf, elle se prete a une 
revision continuelle des formules employees et l’exactitude 
d’ailleurs avec laquelle elle reproduit les coefficients de toutes 
les inegalites periodiques , a longues periodes , ou seculaires du 
mouvement lunaire, et donne des r£sultats parfaitement con- 
cordants avec ceux qu’on deduit des autres m^thodes ou de 
l’observation, montre que l’objection qu’on avait voulu tirer 
contre elle de l’incertitude qui peut exister sur la convergence 
des series est, du moins dans le cas general, sans fondement 
et sans valeur; c’ etait aussi k cette opinion qu’ etait revenu 
Laplace apr&s une longue etude de toutes les m£thodes em¬ 
ployees pour r^soudre les differents probl^mes de la theorie de 
la lune, comme on peut le voir par ce qu’il dit dans un memoire 
insure dans la Connaissance des Temps pour 1823 (Yoir page 
229). 

* Monthly Notices of the Royal Astronomical Society , vol. xx. No. 4. 

f Idem, vol. xix. No. 7. 
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